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Résumé

On résout d’habitude I"équation ¢y’ + a(x)y’ + b(x)y = f(x) par la méthode de variation
des constantes, avec une condition auxiliaire, Cjp1 + Chpo = 0, qui parait tomber du ciel.
Cet article propose deux lectures de cette méthode fondées sur une seule notion, le crochet
de Lie [A, B] = AB — BA. D’abord, en factorisant 'opérateur différentiel en deux opéra-
teurs du premier ordre : c’est possible sans effort quand les coefficients commutent avec la
dérivation, et le commutateur mesure exactement ’obstruction sinon. Ensuite, en regardant
les translations par des solutions de 1’équation homogene comme des transformations qui
commutent : la variation des constantes est alors le changement de coordonnées qui les « re-
dresse ». On passe ensuite a la forme matricielle, ot la commutation décide si 'exponentielle
donne la solution, puis on reprend les exemples d’une legon filmée de Canal-U qui procede
par « dérivée exacte » et par factorisation. On termine en réduisant les équations modulo un
nombre premier p. Le crochet y fabrique un invariant, la p-courbure, et une question posée
par Grothendieck, qu’on appelle aujourd’hui la conjecture de Grothendieck—Katz, demande
si cet invariant détecte les équations dont les solutions sont algébriques. Elle est ouverte en
général. Nous la démontrons dans les deux cadres de cet article : les coefficients constants,
et 'ordre 1.

Lecons concernées. 221 (Equations différentielles linéaires, systemes d’équations différen-
tielles linéaires), 220 (Equations différentielles ordinaires, exemples), 156 (Exponentielle de
matrices).

Développements possibles. Factorisation de L et équation de Riccati (proposition 4.1 et
proposition 4.2); variation des constantes comme redressement de symétries qui commutent
(section 5); condition de commutation pour l’exponentielle (proposition 6.1) et formule de
Duhamel. La conjecture de Grothendieck—Katz a coefficients constants et a 1’ordre 1 (théorémes
8.11 et 8.15), avec la formule de Jacobson (proposition 8.12). Le fichier CrochetLieEDO.lean
vérifie la plupart des énoncés des sections 2 a 7 avec Mathlib ; la formalisation de la section 8
est en cours.

Prérequis. Equations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2, wronskien, calcul matriciel (2x2),
exponentielle de matrice. Les fonctions sont supposées de classe C'° sur un intervalle I C R,
ce qui évite de discuter la régularité.
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1 Rappel : la variation des constantes
On considere sur I ’équation

y' +a(@)y +bx)y = f(2), (E)

et ’équation homogene associée (H), obtenue avec f = 0. Si (¢1, p2) est un systeme fondamental
de solutions de (H), son wronskien

W = p19h — a9}

ne s’annule pas sur I.
La méthode classique cherche y = C1(x)p1 + Ca(x)p2 en imposant

Cle1+ Cypa = 0. (1)

Alors 3 = C1) + Caghy, et en reportant dans (E) on obtient C]¢} + Chph = f. Le systéme de
Cramer donne

Cl _ _&f Cé _ salf

(=2l gl 2o oy [ 2

d’ou =— = 4 :
) $1 W P2 W
La méthode fonctionne, mais deux questions restent ouvertes : pourquoi la condition (1) est-
elle légitime, et pourquoi tout se ramene-t-il a des primitives ? Les sections suivantes répondent

a ces deux questions avec la méme notion.



2 Opérateurs différentiels et commutateur

Définition 2.1. On note D I'opérateur de dérivation, Dy = y'. Pour une fonction ¢, on note M
I'opérateur de multiplication, M,y = qy. Quand il n’y a pas d’ambiguité, on écrit simplement
q au lieu de M,.

Avec ces notations, (E) s’écrit Ly = f ou
L=D*+aD +b.

On compose les opérateurs comme des applications. Attention, I'ordre compte : D o M, n’est
pas My o D.

Définition 2.2 (Crochet de Lie, ou commutateur). Pour deux opérateurs linéaires A et B, on
pose

[A, B] = AB — BA.
On dit que A et B commutent si [A, B] = 0.

Le crochet est bilinéaire et antisymétrique ([B, A] = — [A, B]). Il vérifie aussi I'identité de
Jacobi

[Av [B7 CH + [Bv [C7 A]] + [Cv [A7 BH =0,
qu’on peut vérifier en développant les douze termes.
Proposition 2.3 (Relation fondamentale). Pour toute fonction q,
(D, My = M.
En particulier [D, M,| =1d, et D commute avec M, si et seulement si q est constante.

Démonstration. Pour toute fonction y, la régle de Leibniz donne

(D, Mgl y=(qy) —qy =d'y.
O

Remarque 2.4. La relation [D, x] = 1 est la méme que la relation de Heisenberg [p, z] = —ih
de la mécanique quantique. Toute la suite repose sur cette égalité d’apparence modeste.

Lemme 2.5 (Conjugaison). Soit ¢ une fonction et Q une primitive de q. Alors
D—g=e?o0Doe 9,

ot e*Q désigne la multiplication par e*®. Par conséquent, léquation (D —-q)y = g a pour
solutions
Yy = eQ/ e @ g.

Démonstration. On calcule : e? (e‘Qy)/ =¥ (e‘Qy’—q e_Qy) = y'—qy. Résoudre eQD(e_Qy) =
g revient & résoudre (e‘Qy)/ = e g, et il suffit de prendre une primitive. O

Le lemme 2.5 n’est rien d’autre que la méthode du facteur intégrant, écrite comme une
conjugaison d’opérateurs. Il dit qu’un opérateur du premier ordre s’inverse toujours par deux
multiplications et une primitive. La stratégie générale en découle : écrire L comme un produit
d’opérateurs du premier ordre.



3 Coefficients constants : la factorisation est gratuite

Supposons a et b constants. Comme D commute avec les constantes, on peut manipuler L
comme un polynéme en D. Si r1, 79 sont les racines (éventuellement complexes ou confondues)
de 72 +ar +b,on a

L=D?+aD+b=(D—r)(D —rs).

Remarque 3.1. Cette factorisation n’est pas évidente a priori. Le développement de (D—r1)(D—
r9) fait intervenir D ry, qu’on récrit o D, et cette réécriture est justement [D, o] = 0.

On résout donc Ly = f en deux étapes du premier ordre, en posant z = (D — ra)y :
(D—mr)z=f, (D—mro)y ==z

Le lemme 2.5 donne

z = e’"l‘r/ e " f(s)ds, Y= em/ e "2t 2(t) dt.

Exemple 3.2. On résout vy’ — 3y’ +2y =2.Ona L= (D —1)(D - 2).
e D—lz=w:2z=¢"[se*ds=—z—1+Ae".
o (D —2)y =z : une intégration par parties donne

3
y—e%/eQt(—t—l—l—Aet)dt—§+4—AeI+BeQI.

Vérification : pour y, = £ + 2, 0nay§,’—3y§,+2yp20—%+x+%:x.

On n’a eu besoin ni de deviner la forme de la solution particuliére, ni d’imposer la condition
(1). On obtient néanmoins le méme résultat que par (2), avec @1 = €% et pa = €%, ce que le
lecteur peut vérifier.

4 Coeflicients variables : le commutateur comme obstruction

Si a et b dépendent de x, on cherche encore une factorisation L = (D — p)(D — q) avec p et
q des fonctions. Développons en utilisant la proposition 2.3, qui donne Dg=q¢D + ¢ :

(D-p)(D—q)=D>-Dq—pD+pq
=D*-(¢qD+ ¢ )—pD+pq
-
=[D,q]
=D>~(p+q) D+ (pg—d).
Par rapport au cas constant, le seul terme nouveau est —¢’, qui provient ezactement du com-

mutateur.
En identifiant avec L = D? 4+ aD + b, on obtient p = —a — q et pg — ¢’ = b, c’est-a-dire :

Proposition 4.1. L’opérateur L = D? +aD +b se factorise en (D —p)(D — q) si et seulement
st q vérifie I’équation de Riccati
¢ +¢+ag+b=0, (3)

etp=—a—aq.

L’équation (3) n’est pas linéaire, et en général on ne sait pas la résoudre par quadratures.
Elle a cependant une interprétation simple.



Proposition 4.2. Si y; est une solution de (H) qui ne s’annule pas sur I, alors ¢ = yj/y1
vérifie (3). Autrement dit, connaitre une solution de I’équation homogéne, c’est connaitre une
factorisation de L.

/! 12 /! /
a b
Démonstration. On a ¢’ = z—l — yy—12, donc ¢’ + ¢* +aq+b= W = 0. O
1 1 1

Une fois la factorisation connue, on résout Ly = f par deux applications du lemme 2.5,
comme au paragraphe précédent. C’est la méthode de réduction de l’ordre (d’Alembert), pré-
sentée ici comme une factorisation.

Exemple 4.3. On résout x2y” — 2zy’ + 2y = 3 sur |0, +oo[. Aprés division par z2, on a

a=—2/x,b=2/2? et f =x. La fonction y; = z est solution évidente de (H), d’'ott ¢ = 1/x et
p=—a—q=1/z. Ainsi

L:(D—1>@%L5, avee D—Y—zoDor.

x T T x
e D-Yz=z:z2=2[lsds=2+Ax
3
x
. (D—%)y:z : y::EftQJgiAtdt:?+Aa:2+Bx.
La deuxiéme solution homogene 22 apparait d’elle-méme, sans qu’on l'ait cherchée.

Remarque 4.4. Les deux facteurs sont égaux ici, mais ils ne commutent pas en général : (D —
p)(D —q) # (D — q)(D — p) dés que p' # ¢'. On vérifie en effet que

[D—p,D—ql=—[D,q—1[p, D] =p —¢.

L’ordre des facteurs, indifférent a coefficients constants, devient donc significatif.

5 Le point de vue de Lie : des symétries qui commutent

Cette section explique d’ou vient la condition (1). L’idée remonte a Sophus Lie (vers 1870
1880) : une équation différentielle qui possede assez de symétries s’intégre par quadratures, et
c’est la structure de ces symétries pour le crochet qui dit comment.

5.1 L’espace des phases

On transforme (E) en systéme du premier ordre en posant Y = <y/> :
Yy

! B 0 1 . 0
Y'=A(z)Y + F(x), A= <—b 4 F= 7)) (4)
A chaque instant z, 'état du systéme est un point du plan (y,y'), appelé espace des phases.

5.2 Les symétries de translation

Soit ¢ une solution de (H) et & = <(f,> SiY résout (4), alors Y +t ® aussi, pour tout réel
t, par linéarité. La transformation
TP Y — Y +t®(2)

envoie donc solutions sur solutions : c’est une symétrie de ’équation. Quand ¢ varie, elle forme
un groupe & un parameétre, puisque 7y o TY = Tt‘i s Le champ de vecteurs associé est le vecteur
T7(Y) = ®. Dans le langage de la géométrie différentielle, on 'écrit

0 0
Xy = p(x) oy +¢(x) G

. d
vitesse i } =0

5



Définition 5.1 (Crochet de deux champs de vecteurs). Un champ de vecteurs X agit sur les
fonctions g(y,y’) comme un opérateur de dérivation : Xg est la dérivée de g dans la direction
de X. Le crochet [X, X'] est le commutateur de ces opérateurs :

(X, X' g=X(X"g) — X'(Xg).
On admettra le résultat suivant, classique en géométrie différentielle.

Théoréme 5.2 (admis). Deux champs de vecteurs ont un crochet nul si et seulement si
leurs flots commutent. Si de plus ils sont linéairement indépendants en chaque point, il existe
des coordonnées locales (C1,C2) dans lesquelles ils s’écrivent 0/0C, et 0/0Cs (redressement
simultané).

Ici, on n’a méme pas besoin du théoréme : les translations T,* et Ty commutent visible-
ment, car Y +1®q + 5Py =Y + s +tP;. Les coefficients de X, et X, ne dépendent pas de
(y,y'), donc [X,,, X,,] = 0. La figure 1 montre ce que cela veut dire : par les deux chemins,
on arrive au méme point.

/

YA Y +t® + 5Py
t Py

s Py
s ®y

t Py

>
!

)

FiG. 1 : Dans le plan des phases, a x fixé : translater d’abord par ¢t®; puis par s®s, ou dans
I'ordre inverse, meéne au méme point. C’est la commutation [X,, , X,,] = 0. Les coordonnées
(C1,C3) de la variation des constantes sont celles de ce quadrillage par 1 et ®s.

5.3 Redresser les symétries, c’est faire varier les constantes

Les vecteurs ®; et ®5 sont indépendants exactement quand leur déterminant, le wronskien
W, est non nul. Les coordonnées qui redressent X, et X, sont alors les coordonnées (C1, Co)
dans la base (®1, ®2) :

y = Crp1 + Cap2,

5
Y = C1| + Capy. ©)

Y =C1 91 + Cy 0y, c’est-a-dire {

En effet, translater Y de t ®; revient a translater Cy de ¢ : dans ces coordonnées, X, = 9/9C}.
Proposition 5.3. Dans les coordonnées (5), le systéme (4) devient

Cl @y +Cydy = F,
qui ne dépend plus de C1 ni de Co. Il se résout donc par deuxr primitives, et l’on retrouve les
formules (2).

Démonstration. On dérive Y = C1®1 + Co®y : Y/ = C[® + CLPy + C1P) + Co®,. Comme
¢! = Ad;, les deux derniers termes valent AY, et (4) se réduit a C] @ + C4Py = F'. Ce systéme
de Cramer, de déterminant W, s’écrit composante par composante

Clor+Chpa =0,  Clg) + Coph = f.



Remarque 5.4 (La réponse a la question de départ). La premiere ligne est ezactement la condi-
tion (1). Elle n’a rien d’arbitraire : elle dit qu’on prend aussi des coordonnées pour y', et pas
seulement pour y, de fagon a redresser les symétries dans tout l'espace des phases. Le fait
qu’il ne reste que des primitives est la traduction de l'invariance par translation : I’équation
ne peut pas dépendre de C; puisque translater C; ne change rien. Et on peut traiter Cy et Co
indépendamment parce que les deux symétries commutent.

5.4 Quand les symétries ne commutent pas

L’équation homogene (H) posséde une symétrie de plus : la dilatation Y — €'Y, de champ
S =y0, +y 9y. Un calcul direct donne

[X<P7 S] = XLP'

Ces deux symétries ne commutent pas, mais le crochet de X, et S redonne X, : on dit que X,
engendre un idéal et que l'algebre (X, S) est résoluble.

Le théoréeme d’intégration de Lie affirme qu'une équation d’ordre n possédant une algebre
résoluble de n symétries s’integre par quadratures successives : d’abord en utilisant 1’idéal,
puis le quotient. Avec une seule solution ¢ connue, ¢’est précisément la situation de la section
précédente : la factorisation L = (D — p)(D — q) et les deux intégrations emboitées traduisent
la suite (X,) C (X, S).

En résumé :

o symétries qui commutent (deux solutions connues) : primitives indépendantes, c’est la

variation des constantes ;

o symétries formant une algebre résoluble (une solution connue) : primitives emboitées, c’est

la réduction de 'ordre.

6 Forme matricielle : quand I’exponentielle marche-t-elle ?

Pour un systéme Y’ = A(z)Y, on est tenté d’écrire, comme en dimension 1,

Y(z) = exp(/: A(s) ds) Y (xg).

Proposition 6.1. Posons B(z) = [

o

A(s)ds. Si A(x) et B(x) commutent pour tout x, ce qui
est le cas en particulier si [A(z), A(s)] = 0 pour tous x,s, alors C{i—xeB(x) = A(z)eB@) | et la
formule ci-dessus est correcte.

Idée de preuve. On dérive terme & terme e = >, B¥/k!. La dérivée de B* est Zj BIABF-1-7,

et elle vaut k£ A B¥~1 uniquement si ’on peut faire passer A & gauche de chaque B7, ¢’est-a-dire
si [4, B] =0. 0

e Coefficients constants : A est constante, donc commute avec elle-méme, et la formule
de Duhamel .
Y (z) = el@m0)4 (Y(xo) + / e~ (T2)AR(4) ds)
T
donne directement la solution. C’est encore la variation des constantes, avec la matrice

fondamentale e(*—%0)A4,

o Coefficients variables : en général [A(x), A(s)] # 0 et l'exponentielle est fausse. Le
développement de Magnus (hors programme) corrige I’exposant par des termes qui sont
précisément des crochets :

Qz) = /;A + ;/m:/xol [A(s1), A(s2)] dsydsy + -+

7



7 Exemples d’une legon filmée (Canal-U)

Une lecon vidéo de Canal-U, « Equations différentielles » (série Mathématiques DEUG 1 des
Amphis de France 5), consacrée aux équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2, ne parle ni
de variation des constantes ni de commutateur. Elle utilise pourtant exactement les deux idées
du lemme 2.5 et de la section 3 : la conjugaison pour 'ordre 1, la factorisation pour 'ordre 2.
On reprend ici ses exemples dans le langage de cet article.

7.1 Ordre 1 : la « dérivée exacte »

Pour a(z)y' + b(z)y = f(x), avec a qui ne s’annule pas, la lecon multiplie I’équation par
une fonction wu(z) choisie pour que le membre de gauche devienne la dérivée d’un produit
(yB) =y'B+ yB’. 1l faut donc

1 T b(t
B =ua, B = ub, d’ou (ua) =ub et wu(z)=—+ exp/ bt dt
a(x) a0 a(t)

L’équation devient (yB)" = uf, et une intégration donne

y(z) = B?x) —l-ng)/:u(t)f(t)dt.
——

0

homogene particuliere

Remarque 7.1 (Lien avec le lemme 2.5). Multiplier par u puis reconnaitre (yB)’, c’est écrire
/ 1 . b —1
ay +by=—D(By), soit a<D+7>:aB oDo B,
u a

c’est-a-~dire la conjugaison du lemme 2.5 avec ¢ = —b/a et e~@ = B, a constante multiplicative
prés (B/a est le multiplicateur ). La variation de la constante sur y = C'/B méne & C' = uf,
qui est la méme équation : les deux méthodes ne différent que par la présentation.

Remarque 7.2 (Le facteur intégrant et le crochet de Lie). Le lien avec le crochet est double.
Co6té opérateurs. Pour deux opérateurs A et B, la formule de Hadamard donne

ABe A= B+ (A Bl + (A [4, B+

Avec A = Mg et B = D, la proposition 2.3 donne [Q, D] = —Mg, puis [Q, [Q, D]] =
—[Q, Q'] =0, car deux multiplications commutent. La série s’arréte aprés un seul crochet :

P®De?=D-Q =D —q.

Le facteur intégrant fonctionne donc parce que le crochet de D avec une multiplication est
encore une multiplication, et que les multiplications commutent entre elles.

Coté symétries. Lie a montré en 1874 que si 'équation M dx 4+ N dy = 0 admet la symétrie
X = €0, + 10y, alors p = 1/(§EM + nN) est un facteur intégrant. Pour ¢ + py = f, on a
M =py — f et N =1, et la symétrie est la translation X = ¢ J, par une solution homogene
p = e~ JP. On trouve

qui est exactement le facteur intégrant de la lecon (a la division par a pres). Le facteur intégrant
est donc la version en dimension 1 du redressement de la section 5.


https://www.canal-u.tv/chaines/les-amphis-de-france-5/mathematiques-deug-1/equations-differentielles

Exemple 7.3. On résout ' sinx + ycosz = cosx sur un intervalle ot sinz # 0. Le membre
de gauche est déja une dérivée exacte (u =1, B =sinx) :

(ysinz) =cosz = ysinzx =sinzx + K = y:1+sinx'

1 cos __
sinx expf sin 1

La formule générale donne bien u =

Exemple 7.4. On résout y' cos x + ysinz = sinz sur un intervalle ot cos z # 0. On cherche u

. . . . 1 1
tel que (ucos)’ = usinz, soit v’ cosz = 2usinz, d'ot u = —5— et B = :
cos? x cos
¥y \/ sinz Y 1
cos cos? COST  COSX

7.2 Ordre 2 : factoriser par conjugaison

Pour ay” + by’ +cy = f(x) avec a, b, ¢ constants et a # 0, la legon propose d’abord le « petit
exercice » suivant : pour toute fonction u,

epx% (e*pm [eqx% (e*qmu)D =u" — (p+q)u' + pqu.

Avec les notations de 'article, chaque bloc eP*
I'identité dit simplement

%e‘px est 'opérateur D — p (lemme 2.5), et

(D—p)(D—q)=D*—(p+q) D +pq.

Elle n’est vraie que parce que [D, ¢] = 0, ¢ étant constant.
On choisit alors p+q = —b/a et pg = ¢/a : p et ¢ sont les racines de I’équation caractéristique
ar? + br + ¢ = 0. L’équation s’écrit

9% d (e—qx [epxi(e—pmy)}) — M,

dz dx a

et 'on « épluche » les deux couches par deux intégrations successives. On obtient

z z (g—p)t ft
e Pry(x) =m+ m'/ el Pt gt 4 / g(t)dt, g(t) = ¢ / f(s)e % ds.
) x zo

0 a
t ela—p)z _o(a—p)zg
. 0P
e Sip=gq, 'intégrale vaut fmo Ot dt =z —xp et la partie homogene est A eP* 4+ B x eP*. Le
facteur z de la racine double n’a pas besoin d’étre deviné : il sort du calcul.
La lecon s’arréte aux coeflicients constants. A coefficients variables, la méme tentative bute
sur le terme [D, ¢] = ¢’ et conduit a I’équation de Riccati (section 4).

e Sip # q, intégrale vau et la partie homogene est A eP* + B e*,

7.3 Les exercices

Exemple 7.5. On résout y” + 4y’ + 3y = =% +sinz. Les racines de 72 + 47 + 3 sont —3 et —1.
Dans la lecon, I’étudiant découpe le second membre par superposition, écrit sinz = % — %,

et devine une solution particuliére de chaque morceau : Azxe ™ pour e~ (il trouve A = %),
Be®™ pour les deux autres. Il obtient
x

1 1
y:ae_3x+be_x+§e_x—gcosm+1—osinx, (a,b) € R?.



Par factorisation, le morceau e~ ne demande aucune intuition. On a L = (D + 3)(D + 1) ; on
pose z = (D+ 1)y :

(D+3)z=¢€¢" = 2—6_3:0/625(18—%6_96, (D+l)y=3e" = y—e_x/édt—ge_x.

La résonance, c’est-a-dire le facteur x, apparait d’elle-méme, alors que I’étudiant devait savoir

a Pavance qu’il fallait essayer Axe™™".

Exemple 7.6. On résout y” +y +y = cosz. Les racines de r* +r + 1 sont j = —1 + 2@

et j2 = j. Les parties réelle et imaginaire de e/* donnent la solution homogene. Dans la lecon,
I’étudiante teste sinx : —sinx + cosx 4 sinx = cosx, donc sin x est solution particuliére, et

3 3
y=Ae */? cos({:v) + Be /2 sin(\ga:) +sin .
La factorisation fonctionne aussi sur C, avec L = (D — 5)(D — j2). Comme les coefficients sont
réels, on résout avec e et 1'on prend la partie réelle :
T 9 eix
D-jly=z2=y=————-7
(i —5)(i = j?)

Or (i —j)(i—j*) =42 —i(j+j4)+j2=—-14+i+1=i,doncy = —ie®, dont la partie réelle
est sinx.

(&
. )
t=1J

(D—jlz=¢€%= 2=

8 Réduire modulo p : la p-courbure et une question de Grothen-
dieck

Les équations rencontrées jusqu'’ici ont des solutions de deux natures tres différentes. L’équa-
tion y' = % a pour solution /z, qui vérifie ’équation polynomiale y?> =  : on dit que c’est
une fonction algébrique. L’équation 3y’ = y a pour solution e*, qui ne vérifie aucune équation de
ce genre. Voici la question de cette section : peut-on voir la différence sur ’équation elle-méme,
sans la résoudre 7

Une idée de Grothendieck répond, au moins en partie. Elle consiste a lire I’équation modulo
un nombre premier p. Pour s’en faire une intuition, regardons les séries. Celle de e* = > 2™ /n!
a pour dénominateurs les factorielles, et tout nombre premier p divise n! dés que n > p :
cette série n’a aucun sens modulo p, quel que soit p. Celle de V1+u = > (lég)u” n’a au
dénominateur que des puissances de 2 : elle a un sens modulo tout p impair. Les solutions
algébriques semblent « survivre » a la réduction modulo p, pour presque tout p, et les autres
non.

Le crochet de Lie va transformer cette intuition en un calcul. Modulo p, la puissance p-iéme
de Popérateur D — A cesse d’étre un opérateur différentiel : c’est une simple matrice, la p-
courbure, et on peut la calculer sans résoudre ’équation. La question est alors de savoir si cette
matrice nulle pour presque tout p suffit a garantir des solutions algébriques. Grothendieck I’a
posée dans ses notes sur les connexions de Gauss—Manin ; on 'appelle aujourd’hui la conjecture
de Grothendieck—Katz, et elle est ouverte. Nous allons la démontrer dans les deux cadres de
cet article : les coefficients constants (section 6), et 'ordre 1 (lemme 2.5).

Notations. On note IF, = Z/pZ et F),(z) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans
Fp. La dérivation D y est définie par les formules habituelles, D(z") = nz"~! et la régle du
quotient. Une fonction y définie sur un intervalle I est algébrique s’il existe un polynéme non
nul P € C[z,Y] tel que P(x,y(x)) = 0 pour tout x € I.
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8.1 Dériver modulo p

Modulo p, la dérivée se comporte bizarrement : D(2P) = pxP~! = 0, alors que z” n’est pas
constante. Ce défaut est en fait une force, et voici sa forme précise.

Lemme 8.1. Soit R un anneau commutatif muni d’une dérivation D.
1. Pour tous f,g € R et n >0, D"(fg) => 1, (Z)Dkf -D""*g (formule de Leibniz).
2. Sip-1=0 dans R, alors DP est encore une dérivation : DP(fg) = f DPg+ g DPf.
3. Sur Fp(z), on a DP = 0.

Démonstration. 1. Par récurrence sur n, avec la relation de Pascal (Z) + (kﬁl) = ("Zl)

2. Pour 0 < k < p, le nombre premier p divise (g) = W!_k)!, car il divise le numérateur et
pas le dénominateur. Il ne reste que les termes k =0 et k = p.
3. D’apres le point 2, DP est une dérivation de F,(z), et DP(z) = 0 puisque D%z = 0.
Une dérivation nulle sur x est nulle sur tout polynéme, par la régle de Leibniz, puis sur tout
1

quotient : en dérivant g 7= 1, on trouve Dp(é) = —D;; . ]

Le second outil est une propriété du crochet lui-méme. On note adx 'opérateur Y — [X, Y.

Lemme 8.2. Soit A un anneau (non nécessairement commutatif) dans lequel p-1 = 0. Pour
tous X,Y € A,
ad¥ (V) = [X?, Y].

Démonstration. Ecrivons adx = X\ — p, oit A(Y) = XY et p(Y) = YX. Les deux opérations
A et p commutent, par associativité : X (Y X) = (XY)X. On peut donc développer (A — p)P
par la formule du binéme, et les coefficients intermédiaires sont divisibles par p comme dans le
lemme précédent : (A—p)P = AP+ (—=1)PpP = NP —pP (pour p=2, -1 =1). Or \P(Y)—pP(Y) =
XPY — Y XP. O

8.2 La p-courbure

Considérons un systéme Y/ = A(x) Y, ot A est une matrice n x n a coefficients dans Q(x).
Une équation d’ordre 2 s’y ramene par la section 5.1. Pour presque tout p, aucun dénominateur
des coefficients de A ne s’annule modulo p; on dit alors que p est bon, et on note A, la matrice
réduite, a coefficients dans [F(x).

Définition 8.3. Pour p bon, on note V,, = D — A, l'opérateur qui agit sur les vecteurs ¥ €
F,(x)", D dérivant chaque coordonnée. La p-courbure du systeme est I'opérateur 1, = (V,)?.

En caractéristique nulle, la puissance n-ieme d’un opérateur du premier ordre est un opé-
rateur différentiel d’ordre n. Modulo p, la puissance p-ieéme perd toutes ses dérivées, et c’est le
crochet qui le montre.

Proposition 8.4. La p-courbure est Fp,(x)-linéaire : Yp(fY) = fp(Y) pour toute f € Fp(z).
C’est donc la multiplication par une matrice n X n d coefficients dans Fp(x), encore notée 1.

Démonstration. La relation fondamentale (proposition 2.3) donne [D, My¢] = My, et A, com-
mute avec la multiplication par la fonction f (une matrice commute avec les scalaires). Donc
[Vp, My] = My, puis, en itérant, ad@p(Mf) = Mprg. Avec k = p et le lemme 8.1, ad@p(Mf) =
Mpr s = 0. Le lemme 8.2 dit que c’est [V, M ] : 1, commute avec toutes les multiplications. []

Pourquoi cette matrice parle-t-elle de solutions ? Parce qu’elle tue toutes celles qui existent
modulo p.

Proposition 8.5. S’il existe une matrice ® inversible, d coefficients dans Fp(x), dont les
colonnes sont solutions (V,® = 0), alors 1, = 0.
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Démonstration. On a1),® = VI® = 0, et 1, est une matrice d’apres la proposition 8.4. Comme
® est inversible, 1, = 0. O

La réciproque est vraie aussi : c’est le théoreme de descente de Cartier, que nous n’utili-
serons pas. Ainsi ¢, = 0 signifie exactement que le systéme a, modulo p, autant de solutions
indépendantes que d’inconnues. Une solution algébrique se réduisant, pour presque tout p, en
une solution modulo p, on s’attend a ce qu’un systeéme a solutions algébriques ait une p-courbure
nulle pour presque tout p, et c’est bien un théoréme (N. Katz). La question de Grothendieck
porte sur la réciproque.

Conjecture 8.6 (Grothendieck-Katz). Soit A € M,(Q(x)). Le systéme Y' = AY admet n
solutions indépendantes dont toutes les coordonnées sont algébriques si et seulement si 1, = 0
pour presque tout nombre premier p.

Remarque 8.7. N. Katz a démontré la conjecture pour les connexions de Gauss—Manin, c’est-
a-dire pour les équations de Picard—Fuchs que satisfont les périodes d’une famille de variétés
algébriques (Invent. Math. 18, 1972). Le cas d’une seule équation d’ordre 1 est connu en général
(D. et G. Chudnovsky, 1985; J.-B. Bost, 2001 ; Y. André, 2004). Le cas général est ouvert. Les
deux théorémes qui suivent en sont des cas particuliers, dans les cadres de cet article, avec des
démonstrations completes et élémentaires.

8.3 Coeflicients constants : le crochet est nul

Quand A est constante, tout se simplifie, pour la méme raison qu’a la section 3 : D commute
avec A.

Proposition 8.8. Si A € M, (Q) est constante et p bon, alors 1, = —A}.

Démonstration. La matrice A, est constante, donc [D, A,] = 0 (proposition 2.3, coefficient
par coefficient). Pour deux opérateurs qui commutent, la formule du binéme s’applique, et les
coefficients intermédiaires sont divisibles par p : (D — A,)? = D 4+ (—A,)? = DP — A}. Enfin
DP =0 par le lemme 8.1. O

Exemple 8.9. Pour ' = y, on a ¢, = —1 pour tout p : la p-courbure ne s’annule jamais,

comme les factorielles de e 'annoncaient. Pour y” — 3y’ + 2y = 0 (exemple 3.2), la matrice est
1

A= (_02 3), de valeurs propres 1 et 2. Pour p > 3, ces valeurs propres sont distinctes dans

F,, donc A, est diagonalisable, et A} a pour valeurs propres 17 = 1 et 2P = 2 (petit théoréme

de Fermat) : A) = A, et ¢, = —A, #0.

Pour énoncer le théoréme, il nous faut un dernier fait, qui dit que ’exponentielle n’est pas
algébrique.

A\x

Lemme 8.10. Pour \ € C non nul, la fonction x — e™* n’est algébrique sur aucun intervalle.

Démonstration. Supposons P(z,e ) = 0 sur un intervalle I, avec P = ZZ:O cr(2)Y* non nul,
et ¢y # 0. La fonction z — Y, cx(2)e** est définie sur C tout entier et développable en série
entiere ; nulle sur I, elle est nulle partout, par le principe des zéros isolés. Prenons z = s\ avec
s réel, de sorte que ef* = ekw%, et divisons par eds

ca(sh) = — ch(sj\) e (@R ¢

S—+00
k<d

car 'exponentielle 'emporte sur tout polynéome. Mais un polynéme non nul ne tend pas vers 0
a 'infini : contradiction. O
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Théoréme 8.11 (Grothendieck-Katz a coefficients constants). Soit A € M, (Q). Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. toutes les solutions de Y' = AY sont algébriques ;

2. A est nilpotente ;

3. 1y = 0 pour tout p bon et > n, donc pour presque tout p;

4. ¥p = 0 pour une infinité de nombres premiers p.

L’idée est simple : d’apres la proposition 8.8, la p-courbure est —A}, et il s’agit de voir que
« AP est nul modulo p pour une infinité de p » force A a étre nilpotente.

Démonstration. 2 = 1. Si A" = 0, la série de exponentielle s’arréte : e?4 = Y hen %I:Ak est
une matrice de polyndmes, et les solutions e*4Y; (section 6) aussi.

2= 3.81 A" =0, alors A} =0, donc AY =0 des que p > n. Et 3 = 4 est évident.

4 = 2.Siy, =0, alors A) = 0: la matrice A, est nilpotente, donc toutes ses valeurs propres
(dans une cléture algébrique de Fp,) sont nulles, et son polynéme caractéristique est t". Or ce
polyndme caractéristique est la réduction modulo p de celui de A, x4 (t) = t"+c,_1t" 1+ - +cp.
Chaque coefficient ¢; est donc, pour une infinité de p, un rationnel dont le numérateur est
divisible par p. Un entier divisible par une infinité de nombres premiers est nul : x4 = t", et
A™ = 0 par le théoréme de Cayley—Hamilton.

1 = 2. Si A n’est pas nilpotente, elle a une valeur propre A # 0 et un vecteur propre v € C".
Alors Y (z) = e*v est solution, et 'une de ses coordonnées est vje’® avec v; # 0. Elle n’est
pas algébrique, d’apres le lemme 8.10. O

8.4 L’ordre 1 : une formule de Jacobson

Passons a ’équation 3y’ = a(x)y, c’est-a-dire & 'opérateur D — a du lemme 2.5. Ici D ne
commute plus avec a, et la formule du bindéme ne s’applique pas. Il faut calculer (D + b)P
autrement ; le résultat est remarquablement simple.

Proposition 8.12 (formule de Jacobson en rang 1). Soit R un anneau commutatif muni d’une
dérivation D, avec p-1 =0, et b € R. Comme opérateurs sur R,

(D +b)P = DP + (b + DP~'b).

On procede en trois étapes. La premiére ramene tout a une seule fonction, u, = (D+b)™(1).
La deuxiéme écrit u,, comme une somme sur les facons de découper {1,...,m} en paquets. La
troisieme fait tourner ces découpages, et la plupart disparaissent modulo p.

Démonstration. Etape 1. Pour tout n et toute y € R, on a

040w = (§) vk PP

k=0

C’est vrai pour n = 0. Si c’est vrai au rang n, on applique D + b : le terme u,,_,D*y donne

(Dtp—+btp_p) DFy+1uy 1. Dy = wp_ g DFy+u,_, D1y, et la relation de Pascal regroupe

les termes. Pour n = p, les coefficients (i) avec 0 < k < p sont nuls dans R, et il reste

(D +0)P(y) =upy + DPy.
Etape 2. Notons II,, I'ensemble des partitions de {1,...,n} en parties non vides, qu’on
appelle des blocs. Alors
=3 [[D"
well, Berw

Par récurrence, a partir de up41 = Duy, + buy,. Une partition de {1,...,n + 1} s’obtient a
partir d’une partition 7w de {1,...,n} de deux fagons. Ou bien n + 1 forme un bloc a lui seul,
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ce qui multiplie le produit par b : c’est le terme bu,. Ou bien on ajoute n + 1 a I'un des blocs
B de T, ce qui remplace le facteur DIBI=1p par D!Blb; en sommant sur les blocs B, on obtient
exactement la dérivée du produit, par la regle de Leibniz : c’est le terme Du,,.

Etape 3. Prenons n = p et identifions {1,...,p} & Z/pZ. La rotation o : i — i + 1 agit sur
les partitions, et ne change pas le produit associé, qui ne dépend que des tailles des blocs. Les
orbites ont 1 ou p éléments, puisque oP = id et que p est premier. Une orbite a p éléments
contribue p fois le méme produit, soit 0 dans R. Restent les partitions fixées par o. Si 7 est
fixée et si B est le bloc qui contient 0, ou bien o(B) = B, et alors B contient 0,1,2, ..., donc
B =7Z/pZ et m n’a qu'un bloc; ou bien les translatés O’k(B), 0 < k < p, sont p blocs distincts
(si deux coincidaient, B serait stable par une puissance de o qui engendre le groupe, donc par
o), ce qui, dans un ensemble & p éléments, impose des singletons. Il ne reste que deux termes :
un seul bloc, qui donne DP~1b, et p singletons, qui donnent bP. O

Exemple 8.13. Pour p = 3 : les cinq partitions de {1,2,3} donnent uz = b3+ 3bb + b”. Les
trois partitions en un bloc de deux et un singleton forment une orbite de la rotation, et leur
contribution 3bb’ disparait modulo 3.

Appliquons la proposition & I’équation y’ = ay, avec R = Fp(x), b = —a, et D? = 0. Notons
U(b) = b + DP~1p. L’application W est additive, parce que (b+c)? = bP + c” modulo p (binéme
encore) et que DP~! est linéaire. La p-courbure est donc

Yp = ¥(—ay) = —¥(ap).
Tout se ramene a calculer ¥ sur les éléments simples d’une fraction rationnelle.

Lemme 8.14. Soit p premier, o, r,c € I, et n, k des entiers avec0 <n <p—2et2 <k < p—1.
Dans Fp(z) :

r r r
V(ax") = ax"P, \If< ):0 \If< ): :
(az") T —c ’ (x —c)k (2P — c)k
Démonstration. Les puissances p-iémes se calculent avec le petit théoreme de Fermat (o = «
dans F)) et la formule du binéme modulo p, qui donne (z — ¢)? = 2P — ¢ = 2P — c. Restent
les dérivées (p — 1)-iémes. D’abord DP~1(2") = n(n — 1) ---(n — p + 2) 2" PHL et ce produit
contient le facteur 0 puisque n — p + 2 < 0 < n. Ensuite

D (=) ™) = (=P T k(k+1) - (k+p—2) (z — )P

Pour k > 2, les p — 1 entiers consécutifs k, ...,k + p — 2 contiennent p, et le produit est nul.
Pour k£ = 1, il vaut (p — 1)!, qui est congru & —1 modulo p (théoréme de Wilson); on trouve
Dr—1 (xzc) = —(Z,_%)p, qui compense exactement (xic)p = (m_%)p (Pour p = 2, le signe (—1)P~!
vaut —1 = 1 et le calcul est le méme.) O

Le lemme dit, en une phrase, que la p-courbure ignore les péoles simples et voit tout le reste.
C’est exactement ce qui sépare 2", dont la dérivée logarithmique r/x n’a qu’un péle simple, de
e” ou el/?.

Théoréme 8.15 (Grothendieck—Katz a lordre 1). Soit a € Q(z) dont tous les pdles sont
rationnels. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. ’équation y' = ay a une solution non nulle algébrique, sur un intervalle ot a n’a pas de
pole ;
2.a=), ziici’ avec des r; € Q et des ¢; € Q distincts;
3. 1y = 0 pour presque tout p ;
4. ¥p = 0 pour une infinité de nombres premiers p.
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Démonstration. 2 = 1. Soit N un dénominateur commun des ;. La fonction y = [, [z — ¢;|™
vérifie ' Jy = 3. ri/(x — ¢;) = a, et y = £[[;(z — ;)N est une fraction rationnelle : y est
algébrique.

1 = 2. Soit y une solution algébrique non nulle, et P(Y) = Y% + ¢4 Y41 + ... 4 ¢,
a coefficients ¢, € C(x), un polynoéme unitaire de degré minimal tel que P(y) = 0; il est
irréductible. Dérivons I'identité P(y(x)) = 0, en utilisant 3/ = ay :

d
Z d, +kacy) yk:O (cg=1).
k=0

Le polynéme Q(Y) = Y, (c}, + kacy)Y* a pour coefficient dominant da, et Q —da P, de degré
< d, s’annule en y : il est nul par minimalité. Donc ¢, = (d—k) a ¢, pour tout k, et en particulier
¢y = dacg. De plus ¢y # 0, sinon Y diviserait le polynéme irréductible P, qui serait Y, et y

. Q. o \Nm; ] . _ _ mj
serait nulle. Ecrivons co = p[];(z —~;)™, avec m; € Z non nuls : alors da = ¢y/co = ), s

Ainsi a = ) j % : ses poles v; sont rationnels par hypothese, et ses résidus m;/d sont
rationnels.

2 = 3. Pour p ne divisant aucun dénominateur des r; et des ¢;, I’additivité de ¥ et le lemme
8.14 donnent ¢, = — . \I/(mfcz) = 0. Et 3 = 4 est évident.
4 = 2. Décomposons a en éléments simples sur Q, ce qui est possible puisque ses poles sont

rationnels :

Pour p assez grand (p > deg P+1, p > m;, p ne divisant aucun dénominateur, et les ¢; distincts
modulo p), 'additivité de ¥ et le lemme 8.14 donnent

Uay) = R(a").  oh  R()=PH)+> (tiii)k € Fy(t).

Les poles simples ont disparu. Si ¢, = 0, alors R(zP) = 0, donc R = 0 (un polynéme N (t)
tel que N(aP) = 0 est nul). Par unicité de la décomposition en éléments simples sur F,, les
coefficients de P et les r;; avec k > 2 sont nuls modulo p. Si cela arrive pour une infinité de p,

ces rationnels sont nuls, et a = ), "L O
1

Exemple 8.16. Pour ¢y = ~y, avec r € Q, on trouve ¢, = 0 pour presque tout p, et en effet
z" est algébrique. Pour v/ = —m% Y, le lemme donne 1, = —U(—272) =272 £0, et en effet 1a
solution e!/% n’est pas algébrique. Dans ’exemple 4.3, 'opérateur se factorise en deux facteurs
D — %, de p-courbure nulle, et les solutions = et 22 sont des polynémes. On peut le vérifier
2
:f 2x> des solutions et de leurs dérivées a pour déterminant
2

x*, inversible dans F,(z), et la proposition 8.5 donne v, = 0 pour tout p.

directement : la matrice & = <

Remarque 8.17 (le lien avec la cote 93). La formule ¥(a) = R(z”) dit que la p-courbure garde
la partie non logarithmique de a, lue en zP. Grothendieck écrit la méme chose page 207 du
dossier 93, pour la connexion d 4+ w sur une variété : la p-courbure y est w®? — F*(Cw), o
C est l'opération de Cartier. Pour w = adx sur une droite, C garde exactement les termes
%f’; (et ceux en zP~1dx), et le terme F*(Cw) correspond & notre DP~'a, au signe prés. Quand
les poles de a ne sont pas rationnels, ses résidus p sont des nombres algébriques. Le méme
calcul montre alors que p? = p modulo les idéaux premiers au-dessus de presque tout p, et un
théoreme d’arithmétique (Kronecker, Chebotarev) en déduit que p est rationnel. C’est la seule

étape qui manque ici pour le cas général de I'ordre 1.
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Revenons a la question du début. La p-courbure se lit sur I’équation, sans la résoudre : il
suffit de calculer une puissance de matrice ou une dérivée (p — 1)-iéme. Dans les deux cadres de
cet article, elle répond exactement : nulle pour presque tout p si et seulement si les solutions
sont algébriques. Et c’est le crochet de Lie, & travers les lemmes 8.2 et 8.1, qui fait de V} une
matrice plutét qu’un opérateur différentiel.

8.5 Conclusion : I’énoncé général

La conjecture 8.6 est le cas d’une seule variable. Grothendieck la pose pour plusieurs va-
riables, et c’est encore le crochet de Lie qui en fixe le cadre. Un systéme d’équations aux dérivées
partielles

oy

8%- -
ne peut avoir assez de solutions que si les opérateurs V; = 0; — A; commutent : en dérivant
0;Y = A;Y par rapport a x; et en échangeant les roles de i et j, on trouve la condition
[Vi, V;] = 0. Ce crochet s’appelle la courbure du systeme, et le systeme est dit intégrable
quand elle est nulle. Modulo p, chaque Vf est encore linéaire, par le méme argument qu’a la
proposition 8.4 : ce sont les p-courbures 1, ;. Le mot « p-courbure » vient de la.

Le cadre naturel est celui d’'une variété algébrique lisse X sur un corps de nombres K
(par exemple le plan privé de quelques courbes, sur Q) et d’un fibré vectoriel E sur X muni
d’une connexion intégrable V : localement, c’est exactement un systéme comme ci-dessus, a
coefficients fonctions rationnelles. Pour presque tout idéal premier p de 'anneau des entiers
de K, on peut réduire (E,V) modulo p, et la p-courbure de la réduction est 'application
0 V5 — Vo, o olP! est 1a dérivation 9P (nulle pour & = 8;, ce qui redonne les Upi)-

Ai(z1,..,2m)Y (I1<i<m)

Conjecture 8.18 (Grothendieck-Katz, énoncé général). Soit X une variété lisse sur un corps
de nombres K, et (E, V) un fibré vectoriel sur X muni d’une connexion intégrable. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. (E,V) admet localement une base de solutions algébriques; de facon équivalente, (E,V)
devient trivial aprés un revétement fini étale de X ou, sur C, sa monodromie est un groupe
fini;

2. pour presque tout idéal premier p de l'anneau des entiers de K, la p-courbure de la
réduction de (E,V) modulo p est nulle.

Le sens 1 = 2 est démontré; c’est 'autre sens que Grothendieck demande, page 194 du
dossier 93. N. Katz I’a démontré pour les connexions de Gauss—Manin (1972), et le cas ou
la monodromie est un groupe résoluble, qui contient le rang 1, est connu (Chudnovsky, Bost,
André). Le cas général est I'un des grands problémes ouverts sur les équations différentielles.
Les théorémes 8.11 et 8.15 en donnent une idée concrete : dans chacun, la p-courbure a mesuré
exactement 1’écart entre une équation et une équation a solutions algébriques.
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9 Synthese

Méthode Ce qui doit commuter Résultat

Factorisation de L D et les coefficients immédiate si constants; sinon
équation de Riccati

Variation des translations X, X, deux primitives indépendantes,
constantes formule avec W

Réduction de 'ordre (X, S) seulement réso- deux primitives emboitées

luble
Exponentielle de ma- A(x) et A(s) formule fermée si le crochet est
trice nul
p-courbure V avec les multiplications, V) est une matrice; nulle pour
modulo p presque tout p si et seule-

ment si les solutions sont algé-
briques (démontré a coefficients
constants et a 'ordre 1)

Dans chaque cas, le crochet de Lie mesure ce qui empéche d’intégrer « d’un seul coup ».
S’il est nul, tout se découple. Si les symétries forment une algebre résoluble, on intégre par
étapes. Sinon, il faut une information supplémentaire, typiquement une solution de I’équation
de Riccati. Et modulo p, le méme crochet fait apparaitre un invariant qui, d’apres la conjecture
de Grothendieck—Katz, dirait si les solutions sont algébriques.

10 Exercices

Exercice 1. Montrer que pour tout entier n > 1, [D, Myn| = n M n—1, puis que [DQ, Mq] =
2q' D +q".

Exercice 2. Résoudre y” — 2y’ 4+ y = e% par factorisation (D — 1)2, puis par variation des
constantes, et comparer les calculs. Indication : on trouve y, = z—;ex.

Exercice 3. Vérifier que y; = €” est solution de x y”’ — (x+1) ¥/ +y = 0 sur |0, +oo[. En déduire
une factorisation de 'opérateur associé, puis toutes les solutions. Indication : on obtient ¢ = 1
et p=1/x, puis la solution x + 1.

Exercice 4. Calculer [X,, S| en appliquant les deux champs & une fonction g(y, y’) quelconque,

et retrouver [X,, S| = X,.

0
0
tielle de la proposition 6.1 n’est pas applicable directement.

Exercice 5. Soit A(x) = < . Calculer [A(x), A(s)] et en déduire que la formule exponen-

Exercice 6. Calculer la p-courbure du systéme associé a 3" +y = 0 pour p impair, et montrer
qu’elle n’est jamais nulle. Qu’en déduit-on sur les solutions? Retrouver le résultat avec la
solution e'*.

Exercice 7. Soit a = % + ;12 Calculer ), pour I'équation y' = ay et p > 3. Conclure avec le

—1/z

théoréme 8.15, puis vérifier que y = x e est solution.

Exercice 8. Vérifier la formule uz = b + 30 4+ b de 'exemple qui suit la proposition 8.12,
en calculant (D + b)3(1) directement. Ecrire de méme uy & 'aide des quinze partitions de
{1,2,3,4}, et vérifier que ug # b* + " en général : la simplification est propre aux nombres
premiers.
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11 Corrigés des exercices
Exercice 1. Pour toute fonction ¥, la regle de Leibniz donne
[D, Myn] y = (a"y) — 2™y =na""ly,

ce qui est la proposition 2.3 avec ¢ = z™. Pour la seconde formule, on développe D?q — ¢D? =
D(Dq — qD) + (Dq — ¢D)D, soit

[D?, My] =D [D, q]+[D,q) D=Dq +¢D.
En appliquant encore la proposition 2.3 & ¢/, ona D¢ = ¢ D+¢", d’ou [D?, M| =2¢ D+4".
Exercice 2. Par factorisation. On pose z = (D — 1)y. L’équation (D — 1)z = e® donne
z=¢" [e*e*ds = (v + A) ", puis (D — 1)y = z donne

y:em/(t—l-A)dt: (372+Ax+3)6x-

2
Par wvariation des constantes. Avec p1 = e* et po = xe®, on trouve W = e*(1 + x)e® —
ze¥e® = e*. Les formules (2) donnent Cf = —z et C5 = 1, donc C; = —%2, Cy = x et
ZQ xT €T 1'2 X
Yyp=—F€ +tx-x" = Fev.

Comparaison. La variation des constantes demande de connaitre d’avance la seconde solu-
tion x €* et de calculer W. La factorisation n’utilise que la racine double 1 : le facteur x de la
seconde solution et le 22 de la solution particuliére sortent des deux primitives.

Exercice 3. Avec y; = e®, on a xze® — (z+ 1)e® + e* = 0. Apres division par z, I’équation
sécrit v +ay +by =0 avec a = —xTH et b= % La proposition 4.2 donne ¢ = ¢} /y1 = 1, puis
p=—a—q= xTH—l = % On vérifie 'équation de Riccati : ¢ +¢*>+ag+b = 0—1—1—“”%1—}—% =0.
Ainsi .
L= <D - f) D-1).
-
On pose z = (D — 1)y. L’équation (D l)z =0 donne z = Az, puis (D — 1)y = Ax donne

:ex/Atetdt: —A(z+1)+ Be.

Les solutions sont donc les y = C' (z + 1) + B e®, et 'on vérifie directement que x + 1 convient :
z-0—(z+1)-14+(x+1)=0.

Exercice 4. A z fixé, ¢ et ¢/ sont des constantes, et 'on note Gys Gy’ Gyy, - les dérivées
partielles de g. D’une part,

Xo(S9)=Xo(ygy +v 9y) =9y +¢ gy + T,

ouT =@ Ygyy + Y gyy) + ¢ (Y gyy + ¥ gyy) regroupe les termes du second ordre. D’autre
part,

S(Xpg) = S(0gy+ ¢ 9y) =y (P gy + ¢ g9yy) + 9 (0 9yy + ¢ gyy) =T,
grace au lemme de Schwarz. La différence ne garde que les termes du premier ordre : [X,,, S] g =
egyt¢ gy =Xpg.
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Exercice 5. On calcule

A0 = (g ). Awa@= () 2). e A= (g ).

0 zs 0 zs

qui n’est pas nul dés que = # s. L’hypothése de la proposition 6.1 porte en fait sur A(z) et

B(z)= [y A= <8 x2x/2> ; elle échoue aussi, puisque

4w, 8@ = (g 55) - (0 5,) = (o %) #0

pour z # 0. On ne peut donc pas conclure que eZ®) est une matrice fondamentale.

0 1
o)
(proposition 8.8). Comme A% = —T,on a AP = A (A?)P=D/2 = (—1)(P=1/2A et 4p, = +A, # 0.
Le théoreme 8.11 (condition 4 fausse) dit que les solutions ne sont pas toutes algébriques. En
effet €™ = cosx + isinx est solution, et elle n’est pas algébrique d’aprés le lemme 8.10.

Exercice 6. Le systéme est Y/ = AY avec A = constante, donc ¢, = —A}

Exercice 7. D’aprés le lemme 8.14, U(1/z) = 0 et U(1/22?) = 1/2% (avec ¢ = 0, k = 2),
donc v, = —¥(a,) = —z~2P # 0 pour tout p > 3. Par le théoréme 8.15 (condition 4 fausse),
I’équation n’a pas de solution algébrique non nulle : le pdle double de a Uinterdit. Et y = z e~ 1/*
vérifie bien y'/y = 1 + 33—12

Exercice 8. Onauj =b, ug = (D +b)(b) = b + b%, puis uz = (D + b)(b' + b)) = b + 2bb' +
by + b2 = b2 + 3b + V. Pour {1,2,3,4} : un bloc (1 partition, ¥"’), un bloc de trois et un
singleton (4 partitions, 4bb”), deux blocs de deux (3 partitions, 352), un bloc de deux et deux
singletons (6 partitions, 6b2), quatre singletons (b%). Donc uy = b* + 6620 + 3b"2 + 4bb” + b,
qui est le total des 15 partitions. Modulo 2, il reste b* + b2 + b, et le terme b'? ne disparait
pas : la rotation de {1,2, 3,4} a des orbites de taille 2, et la partition {1, 3}, {2,4} est fixée par
elle.

Sources. La lecon filmée « Equations différentielles », série Mathématiques DEUG 1 des
Amphis de France 5, sur Canal-U. Pour la p-courbure, le dossier 93 du fonds Grothendieck
de l'université de Montpellier, « Connexions de Gauss-Manin et équations de Picard-Fuchs.
Opération de Cartier », pages 193 a 194 et 204 a 212, dont une lecture est disponible sur
https://grothendieck.commutator.io; et N. Katz, « Nilpotent connections and the mono-
dromy theorem », Publ. Math. IHES 39 (1970).
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